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1- Equacdes de Maxwell:

Equacéao Lei Empirica da qual foi derivada
- B o

VxE = T Lei de inducdo de Faraday
_ oD - . o 5

VxH = e +J Lei da circuitagdo de Ampére

V-D=p Lei de Gauss

V.J= —%D Equacdo da continuidade de corrente

V-B=0 Lei da forca de Ampére

Onde:

E : vetor intensidade de campo elétrico, (V/m)

H : vetor intensidade de campo magnético, (A/m)

D : vetor densidade de fluxo elétrico, (C/ m?)

B : vetor densidade de fluxo magnético, (Wb/m?) ou Tesla (T)
J : vetor densidade de corrente, (A/ m?)

p: densidade de carga, (C/m?)

1.1- Relagdes Constitutivas:

As equacOes de Maxwell contém 12 escalares, dos quais apenas 6 s&o
independentes. Desta forma, torna-se necessario a utilizacdo de equacdes suplementares
para que o conjunto de equac0es seja resolvido. Isto pode ser feito por meio das relagdes

constitutivas que séo derivadas a seguir.
Na forma geral, as equagdes constitutivas sdo escritas como:

E
E

My

| O
BN IRALY]

H
H

)
+ 4+

onde £,&,¢ e 1 sdo matrizes 3x3, também conhecidas como tensores. Por exemplo,
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€11 612 €13
E=|&y &y &
€31 €3 €33
As relagdes constitutivas podem ser convenientemente escritas na forma matricial como

T

onde C é a matriz constitutiva. Os meios sdo classificados de acordo com a dependéncia
especificade ¢ da seguinte forma:

ASTARYY

1) Nao-homogéneo: ¢ é fungdo das coordenadas espaciais;
2) Néo-estacionario: ¢ é funcédo do tempo;

3) Dispersivo no tempo: ¢ é funcdo de % ;

4) Dispersivo no espaco: ¢ ¢ funcdo de %x%y e %z;
5) Nao-linear: ¢ é funcdo da intensidade de campo.

Os meios podem, ainda, ser classificados de acordo com:

a) ¢= E =0: meio anisotropico (ndo ha acoplamento entre E e H);
b) %0 e & =0:meio bi-anisotrépico;
) o=&=0com&=a e ji=u (I éamatrizunidade 3x3): meio isotrépico;
d) ¢=ol ,E=A,Z=6 , i =yl : meio bi-isotrépico (meio magneto-elétrico).
Assim,
Tipo de meio Relacgéo constitutiva
Isotropico D =&
P B =uH
D=cE+&H
Bi-isotrdpico _ §H_
B = ¢E + uH

No vacuo, temos:

£=£0=8,854x10™2 F/m
n=pe=4nx10" H/m
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Os meios usuais sdo: isotropicos, homogéneos, lineares, etc. Meios dielétricos também
podem apresentar perdas de propagacao (normalmente este é o caso). Sendo assim, tem-se:

Velocidade da luz no vacuo: c, = =2,998x10° m/s.

8 — gl_jgll
u=p=ju

1.2- Derivagao da equacéo de onda a partir das Equacdes de Maxwell para um meio
sem perdas e livre de cargas:

As equacoes de Maxwell em um meio sem cargas sao

VXH:E_ 1)
— oB

VXE:_E (2)

V.B=0 ®3)

V-D=0 4

onde B=uH e D =¢E. Procedendo com a manipulacio das equacbes de Maxwell,
obtém-se a equacao de onda vetorial para espaco livre para campo elétrico:
_ 0% —
Vz E = ﬂg? E (5)
(a derivacdo desta equacao sera dada em sala de aula).

Uma equacdo similar para campo magnético também pode ser encontrada, ou seja,
2

_ 0% _
Vz H = ﬂ8¥ H (6)
(a derivacdo desta equacéo é deixada como exercicio).

1.3- Solugdes da Equacéo de Onda:

Em geral, h& 3 tipos de situagdes em que se utiliza as equacdes de onda:
1) Utilizacdo das equacgdes de onda na auséncia de fontes (fontes no infinito)
Ex.: Propagacédo de ondas no espaco livre, em guias, linhas coaxiais, etc.

2) Determinac&o dos campos EM para uma distribuicdo conhecida de fontes (J e p)

Ex.: Antenas, excitacdo de guias, cavidades.
3) Interacédo entre fontes e campos

Determinam-se os campos em funcdo de J e p. Obtém-se também um conjunto de

equacdes que exprimem J e p em funcdo dos campos. A solucdo final é auto-
consistente desses dois conjuntos de equacdes.
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Ex.: Ondas em plasmas, acoplamento entre feixe eletronico e um estrutura
periddica.

Para se determinar como se propagam as ondas eletromagnéticas em guias ou no
espaco livre, temos trés metodos principais:

1) Utilizando-se as equacdes de onda dos campos diretamente, que podem ser
reduzidas a equacdes escalares fixando-se a dependéncia longitudinal das ondas;

2) Utilizando-se os potenciais auxiliares A e ¢ ;
3) Utilizando-se os potenciais vetoriais de Hertz.

A equacdo de onda para campo elétrico pode ser resolvida supondo que este campo
pode ser representado pela seguinte equacao:

E(r,t)=E(r)e'" ()
Vale lembrar que apenas a parte real desta equacéo, S}{{E(F,t)}, tem significado fisico.

Substituindo (7) na equacdo de onda para campo elétrico, (5), e expandindo, a
seguinte solugéo pode ser obtida para a componente E,:

E,=Eje " +E e

onde

k =kn

é o0 vetor propagacdo, cujo médulo é o nimero de onda k e a diregdo € a do vetor unitario
.

r=xa, +ya, +123,

é 0 raio vetor, cujas componentes indicam as coordenadas do ponto em que 0 campo é
observado.

n=na, +na, +n,a,
é o vetor unitario, perpendicular as superficies de fase constante, na direcdo de propagagéo.

A componente temporal fisica (real) do campo elétrico ou magnético pode ser
obtida da equacéo (7), ou seja,

= A" cos(at — ki - T )+ A cos(et +ki-T) (8)
A eq. (8) descreve duas ondas planas propagando-se na diregdo +1.

A" cos(at — ki -F) — na diregdo + A
A" cos(at + ki - F) — na diregio — 1
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Ex.: Propagacdo na direcdo (+z)

Il
QJ)

=l
| |
QJ)

ASSIm,

~ D
Il

=~

Q))

ya, + 24,
( +Y zéz):z

w = A" cos(at —kz)+ A cos(at +kz)

1.4- Classificacao das solugdes da equacdo de onda

O que ¢ um “Modo”: é um arranjo Unico de campos elétrico e magnético propagando-se
em uma direcdo, que satisfaz todas as equacdes de Maxwell e as condi¢Ges de contorno
impostas pela geometria do guia.

Classificacdo dos modos

1)

2)

3)

4)

TEM: modo eletromagnético transversal. Nao ha componentes de campo elétrico e
magnético na direcdo de propagacdo. As componentes ndo-nulas estdo no plano
transversal a direcdo de propagacao.

E,=H,=0

Onde estes modos podem ser observados: espaco livre, planos condutores paralelos,
linha coaxial.

TE: modo elétrico transversal. Ndo ha componente de campo elétrico na direcdo de
propagacdo. A componente ndo nula do campo elétrico esta no plano transversal ao
de propagacdo.

E,=0e H,#0

Onde estes modos podem ser observados: linha coaxial, planos condutores
paralelos, guias retangulares e circulares.

TM: modo magnético transversal. Ndo ha componente de campo magnético na
direcdo de propagacdo. A componente ndo nula do campo magnético esta no plano
transversal ao de propagacéo.

E,0e H,=0

Onde estes modos podem ser observados: linha coaxial, planos condutores
paralelos, guias retangulares e circulares.

HE: modo hibrido. Os campos elétrico e magnético possuem componentes ao longo
da direcdo de propagacao.
E,#0e H, =0 (geralmente)
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Onde estes modos podem ser observados: estruturas que possuem interface
dielétrica.

1.5- Reflexdo e refracdo de Ondas em Interfaces Dielétricas
Entregue em arquivo anexo.

1.6- Teoria Eletromagnética

Nesta secdo serdo revistas algumas das defini¢bes basicas e leis da optica que sdo de
extrema importancia no projeto e anélise de guias de ondas Opticos integrados e em fibra.
Um dos parametros oOpticos fundamentais de um material é indice de refracdo. Este
parametro é definido como sendo a razdo entre a velocidade da luz no vécuo (c,=3x10°
m/s) e a velocidade da luz no material (c), ou seja:

n=% (1)

A Tabela | mostra os valores tipicos de indice de refracdo para alguns materiais comumente
encontrados. Outro parametro importante em Optica é o comprimento de onda da luz,
normalmente chamado de A. O comprimento de onda A esta relacionado a velocidade da luz
no meio, c, e a freqiiéncia, v, da seguinte forma:

==
U

Em se tratando de Optica guiada, ou seja, na habilidade de confinar a energia em uma
regido limitada do espaco, é de extrema importancia compreender os conceitos de reflexdo
e transmissdo que ocorrem na interface entre dois meios dielétricos. Portanto, considere
dois meios dielétricos como ilustrado na Figura 2, onde um raio de luz proveniente do meio
1 incide obliquamente na interface com o meio 2 (supondo n;>n,). Quando um fenémeno
como este ocorre, parte da luz é refletida de volta para o meio 1 e parte € transmitida para o
meio 2. A mudanca de direcdo do raio de luz, também conhecida como refracdo, ocorre em
virtude da diferenca de velocidade da mesma nos dois materiais. Como os indices de
refracdo dos materiais e o angulo de incidéncia sdo sempre conhecidos, € possivel obter o
angulo de transmissdo para 0 meio 2 por intermédio da seguinte equacdo

n, sen(6;)=n, sen(6,) (2)

Esta equacgdo é conhecida como Lei de Snell, e ela relaciona o &ngulo de incidéncia com o
angulo de transmissdo em uma interface dielétrica.
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Tabela I. indices de refracio de alguns materiais
comumente encontrados.

ar 1,0
agua 1,33
silica fundida 1,46
vidro ~15
polistireno 1,59
germanio 40
silicio 3,5
safira 1,8
arseneto de galio 3,35
cloreto de sodio 1,54
calcita 1,6

Infelizmente, dois meios dielétricos apenas ainda ndo permitem o guiamento de luz.
Suponha neste momento que 0 meio 2 tenha espessura infinita a partir da interface com o
meio 1. Se pudermos impedir que o raio incidente ndo seja transmitido para 0 meio 2
teremos o primeiro passo para confinarmos a luz em uma regido. Pela equacdo (2) é
possivel verificar que existe um angulo no qual o raio transmitido permanece paralelo a
interface entre os dois meios. Este angulo de incidéncia é conhecido como angulo critico,
ou seja, qualquer angulo acima deste ird provocar a transmissdo da luz para 0 meio 2, e uma
vez que 0 meio 2 é infinito ele ndo permite que a luz seja guiada. No entanto, se o angulo
de incidéncia for maior que o angulo critico, toda luz incidente é refletida de volta para o
meio 1. Estas situaces sdo ilustradas na Figura 3(a) e 3(b), respectivamente. Ja sabemos
como impedir que a luz seja transmitida para 0 meio 2, mas 0 meio 1 ainda é um meio
infinito e como tal ndo permite o confinamento da luz. O proximo passo entdo consiste em
limitar a espessura do meio 1 e adicionar um segundo meio logo abaixo, como mostra a
Figura 4. A espessura do meio 1, onde a luz serd guiada, deve ser comparavel ao
comprimento de onda da luz que se pretende guiar. O segundo meio pode ou ndo ser
idéntico a0 meio 2 (aqui ele é idéntico). Observe agora que o raio de luz permanece
confinado no meio 1, ou seja, no meio com maior indice de refracdo. Portanto, para que
haja guiamento de luz, esta deve ser confinada em um sanduiche de camadas onde a
camada guia de onda, muitas vezes referenciada na literatura como “filme” (por ser uma
fina pelicula de material dielétrico, dai vir o nome filme), deve apresentar o maior indice de
refracdo entre todas. Esta caracteristica podera ser melhor entendida mais a frente.

Figura 2. Incidéncia obliqua de luz em uma interface dielétrica onde n;>n,. O angulo de transmissdo 6, &
obtido por intermédio da Lei de Snell.
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0, 0. 6

(@) 6, =6c (b) 6, > 6c

Figura 3. Incidéncia obliqua em uma interface dielétrica. (a) angulo de incidéncia igual ao angulo critico, e
(b) angulo de incidéncia maior que o angulo critico.

T NN

Figura 4. Guia de onda 6ptico. Para que a luz seja guiada, a camada n; deve apresentar uma espessura finita
(comparéavel ao comprimento de onda da luz que se pretende guiar) e ainda apresentar um indice de refracdo
superior aqueles das camadas adjacentes.

Todo o processo de confinamento da luz foi elaborado aqui em termos da Lei de Snell.
Podemos dar um passo adiante com esta Lei e definir as condi¢Ges de excitacdo necessarias
para o guia de onda de modo a garantir que a maior parte da luz acoplada em sua entrada
permaneca confinada na camada n;. Isto pode ser feito novamente pode meio da Lei de
Snell que, apds uma algebra bem simples, produz a seguinte relacao:

NA=/n? —n2 3

Esta equacdo é conhecida como abertura numérica, e o angulo méaximo de aceitacéo de luz
pelo guia de onda, ou seja, 0 &ngulo que define o cone de aceitagdo de luz, é dado por
6y =sen™*(NA), como mostra a Figura 5.
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aceitagio Abertura Numérica:
NA = (n2-n, 72

Figura 5. Cone de aceita¢do de luz de um guia de onda dptico. Todo raio de luz cujo angulo de incidéncia for
menor ou igual ao angulo +6, permanecera confinado na regido n;.

Quando um guia de onda dptico € excitado por uma frente de onda plana, como ilustra a
Figura 6, ocorre um encurvamento da mesma em funcéo do perfil de indice de refracdo da
estrutura. Isto se deve ao fato de que a velocidade da luz em um meio € dada pela razéo
entre a velocidade da luz no vacuo e o indice de refragdo deste meio, ou seja: c=c,/n. NoO
exemplo em questdo, a luz ira se propagar mais lentamente no interior da regido guia de
onda (filme, n=1,5), um pouco mais rapida no substrato (n=1,4), e mais rapidamente no ar
(n=1,0). Este efeito, conhecido como efeito “lente” faz a luz se concentrar na regido de
maior indice de refracdo, neste caso, no filme.

11777 (“‘ ~~ L Ar, n=1.0
\\/\\
N
S T SN SIS SN A Filme, n=1.5
o
B I = e S, Substrato, n=1.4

Figura 6. Efeito “lente” em guias de ondas opticos. A velocidade da frente de onda ¢ diferente em cada uma
das camadas, isto produz uma focaliza¢do da luz na regido onde o indice de refragdo é maior.

Os aspectos de guiamento da luz em um guia de onda 6ptico foram definidos até este
ponto em termos da Optica geomeétrica, ou seja, da teoria de raios. No entanto, para que um
estudo mais criterioso seja feito, uma analise em termos da solucdo das equacles de
Maxwell torna-se necessaria. Sendo assim, considere um meio dielétrico linear (ndo
apresenta variacbes do indice de refracdo em funcdo da poténcia Optica da onda
eletromagnética que se propaga) e isotropico (apresenta as mesmas caracteristicas em todas
as direcdes). Considere ainda que ndo existam correntes nem cargas neste meio. Assim, as
equacdes de Maxwell podem ser escritas da seguinte forma:

— 0B
VXE__E (4)
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— oD
VXH_E (5)

V-D=0 (6)
V-B=0 ()
B=uH (8)
D=¢E 9)

onde ¢ é a permissividade dielétrica e u é a permeabilidade magnética do meio. A andlise
de guias de ondas dpticos por meio das equacdes de Maxwell deve levar em consideracdo a
geometria da estrutura que se pretende resolver. Assim, se queremos analisar guias de
ondas em Odptica integrada, que normalmente apresentam geometria retangular, devemos
considerar as equacdes (4)-(9) em coordenadas retangulares. No caso de fibras Opticas, com
geometria cilindrica, devemos resolver estas mesmas equacdes em coordenadas cilindricas.
Sendo assim, dividiremos esta andlise em duas partes, sendo a primeira dedicada a
estruturas retangulares e a segunda dedicada a estruturas cilindricas (as fibras opticas).

1.6.1- Guias de Ondas Retangulares

Os guias de onda retangulares sdo dispositivos que encontram uma vasta area de
aplicacfes em Optica integrada. Alguns dos mais importantes exemplos de aplicagdes sdo
os lasers, os acopladores direcionais, as chaves Opticas, 0s sensores épticos, etc. Estes
dispositivos podem apresentar varias configuracdes possiveis em termos de geometria,
porém a mais béasica é o guia de onda dptico planar de trés camadas mostrado na Figura 7.
A seguir serdo dadas as bases para a andlise deste dispositivo que podem ser facilmente
estendidas para geometrias mais complexas.

Estes guias de ondas suportam a propagacao de modos com duas polarizagdes distintas,
ou seja, modos TE, ou elétrico transversal (apenas uma componente de campo elétrico na
direcdo transversal) e modos TM, ou magnético transversal (apenas uma componente de
campo magnético na direcdo transversal). Modo é um padrdo de energia luminosa que deve
satisfaz as equacOes de Maxwell e suas condic¢des de contorno, como veremos a seguir. Os
modos TE s&o caracterizados por 3 componentes de campo eletromagnético, isto €, Ey, Hy e
H, (Ey, € a componente principal). Os modos TM, por sua vez, também apresentam 3
componentes de campo sendo elas Hy, Ex e E, (Hy é a componente principal). Qualquer um
destes modos podem ser excitados na entrada do guia de onda e sua escolha dependera da
aplicacdo a que o guia de onda se destina. A solugédo das equacdes de Maxwell para ambas
as polarizacdes sera apresentada a seguir.
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Figura 7. Guia de onda 6ptico planar de trés camadas.
1.6.1.1- Modos TE:

Uma vez que a geometria da estrutura é retangular, o problema deve ser formulado em
termos de coordenadas retangulares. As componentes de campo para modos TE séo Ey, Hy,
H, e a dependéncia no tempo e na direcdo longitudinal de cada uma destas componentes é
dada por

ellet-52)

Esta dependéncia sera omitida nas proximas equacdes para simplificar a notagéo.
Substituindo (8) e (9) nas equactes (4) e (5) e levando em consideracdo a dependéncia no
tempo e na direcdo longitudinal acima, temos

VxE =—jouH (10)
VxH = josE (11)

O objetivo aqui é encontrar uma equacdo envolvendo apenas a componente de campo
principal dos modos TE, ou seja, a componente E,. Sendo assim, expanda a equagéo (10)
com as trés componentes de campo eletromagnético dadas

X vy 1

o 9 i=—ja)y[HX>2+sz]
ox oy oz

0 E, 0

Assim,

. oE . [ CE . . .
X{O—a—zy}—y(O—OHz(WV—OJ=—ja)y[HXX+HZz]

Agrupando os termos de mesma dire¢éo, temos:

Na direcdox :
oE, ’
2 Jo uHy
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Ho— j OEy
(=——— —
ou o

Uma vez que a dependéncia ao longo do eixo z é dada por e 4%, resulta que

wo__ B¢
ou

X y

Na direcdo 7 :

By .o
—=—\w
5 = onH,

Expandindo a equacdo (11) para as mesmas 3 componentes, temos

X y I
o 0 9 = jweE, Yy
ox oy oz Y
H, 0 H,
Ou seja,
% %_o _y[%—%}+i O—aH—X =jw<9Ey9
oy ox oz oy

Agrupando os termos de mesma dire¢ao:
Na direcao x :

oH,

=0

Na direcdo y :

_%4_6'_'_)(: ja)g Ey
OX oz

Sabendo que a dependéncia em relacéo a z é dada por e ¥*, temos

oH,
OX

—jpH = joe Ey

Na direcdo 7 :
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-—=0 (16)
Substituindo (12) e (13) em (15), resulta em
IBZ

d%E
L 2y+j—Ey:ja)gEy
W[ OX wu

Multiplicando ambos os lados por [— %j e sabendo que w?us=kZn?, resulta:
j

aZEy 2 .2 2
ax—2+(k° n2-p )Eyzo (17)

Esta equacdo é conhecida como a equacdo de onda de Helmholtz para modos TE e, como
se pode ver, esta em funcdo apenas da componente de campo elétrico principal. Tudo que
precisamos agora € resolver esta equacao diferencial de segunda ordem como segue.

Da equacdo (17) podemos definir « =.,/kZn? - %, assim, a solucédo geral do para a Eq.
de Helmholtz torna-se:

E, (x)= Ae i< 4+ Be i< (18)

Antes de proceder com a solucdo da equacdo de Helmholtz, precisamos definir o que
chamamos de condicdo de radiacdo para o guia de onda da Figura 7. Para isso precisamos
interpretar fisicamente o que seria uma solugdo que represente corretamente um modo
guiado dentro desta estrutura. A condicdo para que um modo guiado exista em um guia de
ondas é que a equacdo (18) apresente uma solucdo oscilatoria na camada guia de onda, ou
seja, na camada n,. Nas camadas adjacentes (camadas n; e n3z) 0 que se espera € que a
amplitude do campo decaia exponencialmente a medida que em que este se afasta do
nacleo do guia, tendendo a zero quando o eixo x tender a +co. Assim, temos que

&= puramente real na camada 2
&' = puramente imaginario nas camadas 1 e 3.

Em um guia de ondas Optico, sabemos que a seguinte relacdo entre os indices de refracdo
deve ser satisfeita: n, > (n1, ng). O indice n; ndo necessariamente precisa ser igual ao indice
ns, mas quando este for o caso temos o que se chama de guia de onda simétrico. Quando n;
é diferente de n3 temos um guia assimeétrico. Assim, as constantes de propagacao
longitudinais, 3, que deverdo ser encontradas via solugédo da equacao de Helmholtz, estardo
sempre dentro de uma faixa especifica de variagcdo que dependera do tipo do guia de onda
(se simétrico ou assimétrico). No caso de um guia simétrico, temos

ko N1< B< ky N2 (n1 = ny)
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E no caso de um guia assimétrico
ko N3< B < ky N2 (n1 < ng, por exemplo)

Como «’ tem que ser puramente imaginario nas camadas n; € nz, podemos escreve-lo
como sendo:

Ky =(CD)[KZnZ +52), 0u K = B2 —k2nZ = jk,

para a camada ny, e

K3 = j\/ﬁz —k02n§ = jk;

para a camada nz, onde kZ=p%—kZn? e kZ =% —kinZ.

Na camada ny, k¥’ tem que ser puramente real para permitir oscilagdo, assim

Ky =k N3 — B2 =k,.

Agora que ja definimos as constantes de propagacdo em cada camada, 0 proximo passo é
escrever (18) em uma forma mais conveniente. Na camada n;, temos que

EW(x)= AjeM* + B e X

y

Como o campo nesta regido tem que tender a zero quando x tende a infinito, entdo a
constante de integracdo A;=0, assim o campo torna-se

EM(x)=B,e™*, ou em uma forma mais conveniente

EW(x)=B,e el valido parad < x <+

Na camada ny, temos
ED(x)= AyeTke* 4 B e lkeX
E2(x)= Ay[cos(k,x)— jsen(kyx )]+ B, [cos(kyx)+ j sen(k,x))]
EP(x)=[A, + B, Jcos(k,x)+ j(B, — A, )sen(k,x)
Fazendo C=[A, +B,] e D=j(B,—A,), resulta

E(®(x)=C cos(k,x)+ Dsen(k,x) valido para0 <x <d
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Finalmente, na camada ns
E()(x) = Age"¥" + Be ™"

Como para x tendendo a menos infinito 0 campo nesta regido tem que tender a zero, temos
que B3=0, assim

EP(x)=Age"s valido para — < x <0.

Reescrevendo 0s campos, temos

EW(x)= Ae talx-d) d <X <40 (19)
E\/(x) = Boos(k,x)+ C sen(k,x) 0<x<d (20)
E)(x) = Deke" ~0<X<0 (21)

Agora devemos aplicar as condi¢des de contorno em cada interface para se determinar as
constantes A a D. As condi¢des de contorno implicam na continuidade das componentes
tangenciais as interfaces, o que no caso de modos TE sdo: E, e H,

a) impondo continuidade de Ey:

Em x=d:

Ae1(0-9) — B cos(k,d )+ C sen(k,d )
A=Boos(k,d)+Csen(k,d) (22)

Substituindo (22) em (19), temos

EW(x)= [Boos(k,d )+ Csen(k,d e 1-¢) (23)
Em x=o:

Bcos(0)+C sen(0)= De*3?, de onde resulta que

D=B (24)

Substituindo (24) em (21), resulta
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E®)(x)= Be"¥" (25)

y

Assim, com a primeira condi¢do de contorno ja aplicada, 0s campos podem ser rescritos
como:

EW(x)=[Bcos(k,d)+Csen(k,d Jp 1) (26)
ES,Z)(X): Bcos(k,x)+ C sen(k,x) (27)
£ (k)< Bk 28)

b) impondo continuidade de H;:

Observe que os campos em cada camada foram escritos em funcdo da componente
principal, Ey,. Como estamos interessados em aplicar a continuidade de H, nas interfaces,
precisamos encontrar uma relacdo entre essas duas componentes de campo. Na verdade isso
ja foi feito durante a derivacdo da equacdo de onda de Helmholtz, como pode ser visto na
equacéo (13), ou seja

i OE . : . . :
H :La—y, assim podemos aplicar esta equacdo nas interfaces diretamente.
X

o p
Em x=d:
. 1 . 2
i oY _ o,
oLy  OX o uy OX
x=d x=d

O termo —1— é o mesmo em ambos os lados da interface e pode, portanto, ser
@ Hy

simplificado. Assim temos:

—k, [Bcos(k,d )+C sen(k,d)]e @) = _k, B sen(k,d )+ k,C cos(k,d)
B[k, cos(k,d)+k, sen(k,d)] = C[k, sen(k,d)+k, cos(k,d )]
Colocando cos(k,d)em evidéncia:

B cos(k,d [k, +k, tan(k,d)] = C cos(k,d)[k, tan(k,d)+k, ]
Apos simplificagdo, temos:

5. Kutan(kd)+k, (29)

k, tan(k,d)—k,
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Em x=0:

j EP] g Y
oLy  OX ‘X=O_a)y0 OX

x=0
Simplificando, temos:
—k,Bsen(k, -0)+k,C cos(k, -0) = k;Be *3?

k,C =k;B, de onde temos que
k
B= k—2C (30)
3
As equacoes (29) e (30) podem ser escritas na forma de matriz da seguinte maneira:

_ kytan(k,d)+k,||B] [0
k, tan(k,d ) —k;
L ke
Kq cl o

A condic¢do para solucdo ndo trivial requer que o determinante da matriz de coeficientes
seja igual a O (zero), entdo:

ke kg tan(k,d )+k,

=0
ky k,tan(k,d)—k,

Rearranjando, obtemos

tan(kzd):_M
Ky kg —k3
ou
[k1+k3]
tanlk,d )=k, ———==
(kod) =k, K2 Kok, (31)

A equacdo acima é conhecida como equacgdo transcendental para modos TE. Vale a pena
salientar que a Unica variavel desconhecida nesta equagdo € a constante de propagacédo
longitudinal, g, que pode ser facilmente obtida com qualquer rotina para obtencdo de
raizes. Uma boa sugestdo € o método da procura em conjunto com o método da bisseccao.
As equacdes de campo podem ser escritas em funcdo de uma Unica constante de integracéo
(B ou C, ver equacOes de (27) a (28) e (30) ). Assim, escrevendo em funcgéo de B, temos
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E(x)= B{Cos(kzd)J“ ::_Ssen(kzd)}ekl(“’) <X <o (32)
2

) 8 sl 5 el 0<x<d @)

E{(x)=Be*s* 0 <X <0 (34)

A unica constante que precisa ser calculada agora ¢ B. Esta constante pode ser obtida via
normaliza¢do do campo por intermédio da seguinte equagao

L »(x)dx = /

5 jEy(x)xHx(x) x=1 (W/m)

—00

Esta equacdo nos diz que a densidade de poténcia Optica transportada pelo modo é de
1W/m. Sabendo que:

Hx(x)=—£Ey(x),temos

L lg, () ax =1 VHV (35)

No caso do guia de onda da Figura 7, a equacdo (35) ficara dividida em trés contribuices
distintas, sendo elas:

1) d < x <40, onde devera ser utilizada a equacéo (32)

2) 0<x<d,onde devera ser utilizada a equacao (33)

3) —0<x<0,onde devera ser utilizada a equacdo (34)

Em todos os casos, a integral resultante apresenta resultado analitico e exato, e é deixada
aqui como exercicio para o leitor.
1.6.1.2- Modos TM:

A derivacdo da equacdo de Helmholtz para modos TM segue 0 mesmo raciocinio
anterior e serd, portanto, resumida nesta se¢do. As componentes de campo neste caso S&o:
Hy, Ex, E;. A dependéncia em relacdo ao tempo e a coordenada espacial z sdo da mesma

forma e/@*#2) e ser4 omitida nas proximas equagdes.

Da equacéo (10) temos que

_[oE, [ee, oe, | .[. o€, ] . )
X| —2-0|-y| —%-—2|+7|0- =— H
[ay }y[ax az}[ oy | st
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Agrupando os termos de mesma direcéo:
Diregdo x:

&, _,

Direcéo 7 :

Direcédo y:

oE, . _
aXZ—JﬁExz—Jw# H, (36)

Expandindo (11), temos

T eH,T oM . o,
x{o_a_zy}_y[o—ohz{a—xy—o}: jos[ER+E,7]

Direcéox :
_B
E, _ngy (37)
Diregdo 7 :
__j vy
E. = Ja)g OX (38)

Substituindo (37) e (38) em (36), resulta

o°H 2
Loy

2 J
wE oX weE

=—jopuH,

Multiplicando ambos os lados por (—ﬁj , e sabendo que w?ue=k2n?, tem-se
j

%+(k§ n? —ﬁz)H

=0 (39)

y
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Esta equacdo é conhecida como a equacdo de onda de Helmholtz para modo TM. Sua
solucéo segue os mesmos padrdes daquela para modos TE, ou seja:

H, (x)= Ae 1" + Be ™

As condicdes de radiacdo exigem que a constante de propagacdo k’ em cada camada seja
dada por

K] = jy B% —kZn? = jk, (puramente imaginario)
Ky =\ kén? - B =k, (puramente real)

iy = jy B2 —kén3 = jkg (puramente imaginario)
Na camada n;, temos que

HP(x)= Ak + B e ™0

Este campo deve tender a zero quando x tender a mais infinito, implicando em A;=0.
Portanto

H M (x) = B e

ou ainda,

H 51)(X): Ble*kl(x’d) vélidaded<x<+w

Na camada n, 0 campo deve apresentar oscilacdo, assim

(@)(x)= A ikex 4 B elkex

H®)(x)=C cos (kyx)+ Dsen (k,x) vélidade 0 <x <d

Na camada nz, 0 campo deve decair exponencialmente, ou seja
H P (x) = Age"s* + Bje ™"

Como o campo deve tender a zero quando X tender a menos infinito, temos que B3=0,
assim

Hg,'°’)(x)=A3ek3X —0<X<0

Reescrevendo os campos, temos

(1) (x) = peax-0) d < X <0 (40)

Hy
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H®)(x) =B cos (k,x)+C sen (k,x) 0<x<d (41)
H® (x)= De*s* —-0<X<0 (42)

O préximo passo consiste em aplicar as condi¢des de contorno em cada uma das interfaces,
para isso devemos conhecer as componentes de campo tangenciais a estas interfaces. No
caso de modos TM, essas componentes sdo Hy e E,.
a) impondo a continuidade de Hy:
Em x=d:

1 2
HIP()=HP(d)

A=Boos(k,d)+Csen(k,d) (43)

Substituindo (43) em (40), temos

H M (x) = [B cos (k,d)+C sen (k,d Je ¥10-) (44)
Em x=o:

HP(0)=H{(0)

D=B (45)

Substituindo (45) em (42), temos

H ®)(x) = B (46)
As equacdes (41), (44) e (46) sdo as novas expressdes para a componente de campo
magnético Hy apos a aplicagéo da primeira condigéo de contorno. Observe que apenas duas
constantes de integracéo estdo presentes nesta etapa (B e C).

b) impondo continuidade de E;:

Os campos em cada camada foram escritos em fungdo da componente principal, Hy. Agora
estamos interessados em aplicar a continuidade de E; nas interfaces, e para isso precisamos
encontrar uma relagdo entre essas duas componentes de campo. Como no caso anterior, isso
ja foi feito durante a derivacdo da equacdo de onda de Helmholtz, como pode ser visto na
equacéo (38), ou seja
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we OX
Em x=d:
1 oHY 1 oH?
B 2 - 2
weyn;  OX X:d wegny  OX X:d

onde foi utilizado o fato de que: £=sg,n?, assim &, =gyn? € &, =gyn3. O termo éo
w &
mesmo em ambos os lados da interface e pode, portanto, ser simplificado. Logo temos:
niz[_ k, {Bcos (k,d )+ Csen (k,d ){]= niz [~ k,Bsen (k,d)+k,C cos (k,d)]
1 2
Rearranjando, colocando cos(k,d) em evidéncia, e simplificando, resulta em
n 2
k{ZJ tan (k,d )+ k,
ny

B=C: 1V (47)

k, tan(kzd)—kl(zj

ny

Em x=0:

1 oHP 1 oHP
— :_J

2 2
weghy  OX o wéeyhy  OX o
Simplificando o termo e rearranjando, temos:
w &
2
n K

B—C. 2| 22 48

BE (48)
As equac0es (47) e (48) podem ser escritas na forma matricial da seguinte maneira:
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2
kl(”zj tan (k,d )+ k,
p -

2
k, tan (k,d ) - kl[”zj =
ny

2
1 _[Ns ) ko
n, | K cl o

A condicdo para solucdo néo trivial requer que o determinante da matriz de coeficientes
seja igual a O (zero), entdo:

2
k| "2 | tan(k,d)+k, )
n _[nsj Ky
2 \ny ) ks
2 3
kztan(kzd)—kl(an
ny
Rearranjando, temos
n ? n ?
k,| k 2] +[2j k
2[ 1[”1 n3 3

tan(k,d)= . (49)

A equacdo (49) é conhecida como a equacdo transcendental para modos TM. Mais uma
vez, a Unica variavel desconhecida nesta equacdo é a constante de propagacao
longitudinal, g, que pode ser facilmente obtida com qualquer rotina para obtencdo de
raizes.

As equacbes de campo podem ser escritas em funcdo de uma Unica constante de
integracdo (B ou C, ver equacdes de (41) a (44) e (46) ), com o auxilio de (48). Assim,
escrevendo em fungéo de B, temos

2
H 51)(x)= B coS(kzd)W{z_zj E_Ssen(kzd)]ekl()(d) d <X <40 (50)
3 2
I n, ) k
H 2)(x) = B| cos (kzx)+[n—2] k—33en (kzx)] 0<x<d (51)
3 2
H ) (x) = Be*¥" 0 <X <0 (52)

A Uunica constante que precisa ser calculada agora ¢ B. Esta constante pode ser obtida via
normaliza¢do do campo para modos TM por intermédio da seguinte equagao
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%_TEX(x)x Hy(x)dx=1 (W/m)

Esta equacdo nos diz que a densidade de poténcia Optica transportada pelo modo é de
1W/m. Sabendo que:

Ex(x):ﬁHy(x), temos
T|Hy(X12dX:1 w (53)

m

B

20¢&

No caso do guia de onda da Figura 7, a equacdo (53) ficara dividida em trés contribuices
distintas, sendo elas

4) d<x<+w0,o0nde deverd ser utilizada a equacao (50)

5) 0<x<d, onde dever ser utilizada a equagéo (51)

6) —o<x<0,onde devera ser utilizada a equacédo (52)

Em todos os casos, a integral resultante apresenta resultado analitico e exato, e é deixada
aqui como exercicio para o leitor.
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